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Insieme delle parti o insieme potenza

Definizione

L'insieme delle parti P(A) di un insieme A (detto anche insieme
potenza di A) e l'insieme di tutti i suoi sottoinsiemi:

P(A) = {B | B C A}.

Descrivere P(P(A)) dove A = {a} & un singoletto.
Si ha P(A) = {0, A}, e quindi P(P(A)) = {0, {0}, {A}, P(A)}.
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Inserire € oppure C al posto dei puntini

0..N {5}..N 5...N {5}...2(N)
N..Z N...P(Z) P(N)...P(Z)

{n € N | n = 4k per qualche k}...{n € N | n = 2k per qualche k}

Soluzione

N (5} CN 5eN {5} € P(N)
Z N € P(Z) P(N) C P(Z)

{n € N | n = 4k per qualche k} C {n € N | n = 2k per qualche k}
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Quale delle seguenti affermazioni sono corrette?
Q () € A per ogni insieme A FALSO
@ () € P(A) per ogni insieme A VERO
0 ac {{a}} FALSO
Q {a} C {{a}} FALSO
Q {a} € {{a}} VERO
Q {a} € {a,{a}} VERO
Q {a} C{a,{a}} VERO
Q@ {0,1,2} C P(N) FALSO

Andretta, Motto Ros, Viale (Torino) Insiemi AA 2020-2021 4/19



Verificare leggi insiemistiche

La logica proposizionale puod essere utilizzata in maniera sistematica per
verificare identita o inclusioni tra insiemi costruiti utilizzando le operazioni
insiemistiche (finitarie) che abbiamo visto.

Dimostriamo che
(CA=4 J

Dobbiamo verificare che, qualunque sia A, valga la formula
Vr (z € (CA & z € A).

Fissiamo quindi un generico x. Sfruttando la corrispondenza tra operazioni
insiemistiche e connettivi logici visti in precedenza, la formula

rellA—zed

diventa
=(=(z € CCA)) <> z € A.
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Se ora nella formula
—((ze€eA)+zeA

sostituiamo I'affermazione “x € A" con una corrispondente lettera
proposizionale P otteniamo la formula proposizionale

—(=P) < P.

In generale, il fatto che P sia vera o meno dipendera naturalmente dalla
scelta di A e z: ma noi vogliamo proprio dimostrare che |'equivalenza &
vera in ogni caso (cioé comunque vengano presi A e x), ovvero che la
proposizione precedente € una tautologia. Per la legge della doppia
negazione questo & vero, quindi comunque siano presi A e x avremo che

rellA o zeA,

da cui CCA = A per qualunque insieme A, come desiderato.
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Dimostriamo che
C(AuB)=C0AnCB J

Dobbiamo dimostrare che per ogni x
r€b(AUB) < 2elANCB.

Utilizzando la corrispondenza tra operazioni insiemistiche e connettivi che
abbiamo visto, la formula precedente diventa

=(z € ((AVz € UB)) < (=(z € CA) N A-=(z € CB)).
Questa & una proposizione della forma

~(PVQ) & (-P A-Q)

dove P e Q sono, rispettivamente, v € A" e "x € B". Poiché tale
proposizione & una tautologia (leggi di De Morgan), I'identita insiemistica

& dimostrata.
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Naturalmente le identita insiemistiche si possono anche dimostrare in altro
modo, ad esempio sfruttando cio che gia si & dimostrato. Ad esempio:

Dimostriamo che
C(AnB)=CAuUCB

utilizzando il fatto che per tutti gli insiemi che per tutti gli insiemi X e Y
valgono 00X = X e (X UY) =Cx nCY.

Dimostrazione.
C(AN B) = C(CCANCLB)
—C(C(CAUCB))
— CC (CAUCB)
=(CAuUCB O
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Dimostrare che AN (BUC)=(ANB)U(ANC)

Dobbiamo dimostrare che per ogni x

re AN(BUC)«<ze (ANB)U(ANCQO),

OVVEro

(reAN(xeBVzel)« ((xecANxeB)V(re ANz eC)).

Questa & una proposizione della forma
(PA(QVR)) < (PAQ)V(PAR)),

dove P, Q e R sono, rispettivamente, "z € A", "z € B" e "z € C".
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Dimostrare che AN (BUC)=(ANB)U(ANC)

Calcoliamo la tavola di verita di (P A (QVR)) < (PAQ)V (P AR)).

Poiché la proposizione precedente & una tautologia, I'equivalenza

re€AN(BUC) < z2z€ (ANB)U(ANC)

P Q R|PAQVR)|PAQVEPAR)|(..)o(..)
V V V \% % %
V V F \% \% \%
V F V \% \% \%
V F F F F \%
F V V F F \%
F V F F F \%
F F V F F \%
F F F F F \%

& vera per qualunque z, A, B, C'. Quindi I'identita insiemistica di partenza

€ dimostrata.
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Dimostrare che (AU B)\ (ANB)=(A\ B)U(B\ 4)
Poiché X \ Y = X NCY, I'identitd pud essere riscritta come
(AuB)NC(ANB)=(AnCB)u(BNCA).
Quindi dobbiamo dimostrare che per ogni
r€(AUuB)NC(ANB) < 2z (ANCB)U(BNCA),

OVVEero

(xe AvzeB)A~(x € ANz € B)) <>
(e AN—(xz € B))V(x € BA-(xe€ A))).

Questa & una proposizione del tipo
(PVQA-(PAQ)) < (PA-Q)V(QA-P)).

Usando le tavole di verita si verifica che tale proposizione & una tautologia,
quindi l'identita insiemistica proposta & corretta.
Andretta, Motto Ros, Viale (Torino) Insiemi AA 2020-2021 11/19



Lo stesso metodo pud essere utilizzato anche per trovare controesempi
quando una certa identita booleana non & valida.

Dimostrare (trovando un controesempio) che non vale I'identita
AN(BUC)=AU(BNC)

Dato un generico x, dobbiamo verificare che non & vero in generale che
reAN(BUC) <z AU(BNCO),
ovvero
(xe AN(xeBVzel)) < (xecAV(re BAre()).
Questa & una proposizione del tipo
(PA(QVR)) < (PV(QAR)),
dove P, Q e R sono, rispettivamente, "z € A", “zr € B" e "z € C".

Andretta, Motto Ros, Viale (Torino) Insiemi AA 2020-2021

12/19



La tavola di verita di tale proposizione &

PA(QVR) | PV(QAR) | (PA(QVR)) & (PV(QAR))

HEmE << < dl
Hm<<dmm < <O
ML m<dim<md
Hmmmm <<
Hmmd<g<<
< <d<dmm< <4y

Poiché la proposizione non & una tautologia, I'identita non & valida. Ad
esempio, l'identita risulta falsa quando ci troviamo nella situazione
descritta dalla quarta riga. Dunque un controesempio puo essere costruito
considerando un A che contenga almeno un elemento = che non compare
né in B né in C, ad esempio A = {a}, B = C = {): in tale situazione,
posto x = a si avra infattiz € AU(BNC) max ¢ AN (BUC), da cui
AN(BUC)# AU (BNC). In maniera analoga si pud ottenere un
(diverso) controesempio dalla quinta riga.
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Dimostrare che B C [(A \ B)

Poiché X \' Y = X NCY, I'affermazione pud essere riscritta come
B CC(ANnCB).
Quindi dobbiamo dimostrare che per ogni x

r€B—xel(ANn(B),

ovvero
r€B— —(zr e AN—(x € B)).

Questa & una proposizione del tipo

Q= ~(PA-Q).
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Dimostrare che B C [(A \ B)

Calcoliamo la tavola di verita di Q — (P A =Q).

P Q[PA-Q[~(PA-Q) [Q—~(PA-Q)
vV VvV F A% Vv
V F A% F Vv
F V F A% Vv
F F F \% \%

Poiché essa risulta una tautologia, I'affermazione
r€B—2el(ANCB)

risulta vera qualunque siano z, A, B. Quindi abbiamo effettivamente
dimostrato che B C (A \ B).
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E vero che AN (BUC) C B?

Dobbiamo controllare se per ogni x

reAN(BUC)—z € B,

oVvVvero se per ogni x

(re AN(xeBVze()) —ze€B.

Questa & una proposizione del tipo

PAQVR)) —Q,

dove P, Q ed R sono, rispettivamente, “z € A", "r € B" e "z € C".
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E vero che AN (BUC) C B?

Calcoliamo la tavola di verita di (P A (QVR)) — Q:

QVR | PA(QVR) | (PA(QVR)) — Q

HEEE<dd <o
HH<<dddgm< <O
Hem<dm <=
mdddm<d <<
MHmmemy < <<
<< << <H<<

Poiché quando P ed R sono vere e Q € falsa la proposizione risulta falsa,
possiamo costruire un controesempio scegliendo gli insiemi A, B, C' in
modo che ci sia un qualche elemento x che stia in A e in C' ma non in B.
Ad esempio, prendendo A = C' = {a} e B = () si controlla facilmente che
I'inclusione AN (BUC) C B non & verificata.
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Dimostrare che b (;.; Ai) =;c; CAi

In questo caso non possiamo ricondurci alla logica proposizionale (a meno

che I non sia finito) perché le operazioni | J;.; e [;c; sono operazioni

infinitarie (coinvolgono infiniti insiemi) mentre i connettivi sono operatori
finitari (unari o binari). Dobbiamo quindi procedere con una dimostrazione

ad hoc.
Dobbiamo dimostrare che per ogni x

z €0 (Uer Ai) < 2 €N, CA

In effetti 2 € C(U;e; Ai) ¢ = (2 € User 4i) & ~(Fie I (z € 4;))
Viel-~(zed) «Viel(x¢ Ay) < Viel (zelA) < azeNCl

Attenzione! La negazione di 3i € I(...), ovwvero =(Ji € I(...)), &
equivalente a Vi € I—(...). Viceversa, =(Vi € I(...)) & equivalente a
Jie I-(...).

A;.
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